Induktion och rekursion LL(_ Seees

t avspnitt 1.1 inférde vi begreppetl indukiion i den betydelse som det
allmint har i alla sorters vetenskaper. I matematiken anvinds det
framfér allt i en mer. speclell betydelse, vilket ibland markeras genom
att man talar om metemelfsk induktion. Vi koumer £ill detta i avsnitt
4.2. Férst gbr vi en liten utvikning.

41 Summa_ OChPI-Odukttecken 66—68_) 5Uni?jarnc "'/,-”3%{/.2 /C:_JCJ ‘
Sist i quanidtl F/

vi skall inféra ett kompakt sdtt att gkriva summor och produkter. 1At

Gpy dgs """ s & vara n stycken tal . Deras summa tecknar vi
n

7
(1) kz; a, = a, ta, + "t a, .

Uttryckat i vinsterledet brukar utldsas ''summan av ay, s dd %k gdr fran

1 till n". Den bokstav (hdr k), som anvinds £ér att numrera termerna
i summan, kallas summationsindez; i formeln (1) har vi alltsd anvint k
for detta syfte, men man kan utanyttja vilken som helst "ledig" bokstav:
n 7 n—=1 n+52
o= 3 a.= L oa, = L 2,5
k=1 ° J=1 J o p=0 pt1 v=53 >2
Nagra mer konkreta exempel:
: 1 | 1 1 19
{§=E+§+Z, T onm o= 6+ 7+8+9+10,
k=2 n=6
5 .
PR w4zt o+t o+t o+t
it
Summationsindex Hr ett exempel pd en "internvariabel" eller "blind-
variabel" (eng. dummy variable). Den har si att siga ingen tillvaro utan-

f6r summasymbolen . (Jimfdr s. k. loopvariabler i programmeringsspr%k som i

BASIC, Fortran, Pascal osv.)

For produkter firekommer ett analogt skrivsdtct, dir mam anvidnder dem

grekisﬁé”Ebkstavem\(stora} T

N
1T a, = aa, ay
n=1
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Blandade 6vningar

320,

321,

322,

323.

324,

325,

326,

327.

328,

329.

Vi s#ger att tvA mingder 4 och 5 har éamMa?n&ktighei:om det finns
en bijektion fridn A till B. Visa att relationen "har samma mik-
tighet" &4r er ekvivalensrelation mellan mingder.

Visa att g° - g = 0 (mod 5) £6r alla heltal «.

Ladt %k vara ett positivt heltal. Visa atr 4% +3 inte kan vara
kvadrat pd ett heltal.

Visza att 32n+1 + 52n dr delbart med 4 men inte med 8, di # Hr

ett naturligt tal.

Visa att 8| 72" 4 477 gsr o,

1%
o

a) Har kongruensen z% = 3 (mod 7) nigon 1&sning?

b} Har dem diofantiska ekvatiomen 2 — 14y* = 17 ndgon 18sning?

Ar relationen P pd de naturliga talen en ekvivalensrelation, om

tPYy e m+y Hr primtal ?

5 dr enm relation pd I8, definierad genom (@ ,b,) S (az,bz) omm
det existerar tvd rationella tal r) och », sidana att

a a, = p ach bl - b2 =r, . Undersdk om S Hr en ekvivalens-—

17 Y 1

relation, och ange i s& fall ndgon ekvivalensklass

En relation ® pA R definieras av att ¢ Bp omm det finns ett
heltal m och ett naturligr tal n si att

. -
a =5 + m2 .

Ar B en ekvivalensrelation?

En relation 5 pd mingden zZ, = {1,2,3,4, »+.} = mingden av posi-
tiva heltal definieras genom att a8k & ab = kvadraten pd ett
heltal. Visa att 5 3r en ekvivalensrelation! Ange tva ekviva-—

lensklasser!
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71,

Exempelvis gdller

(1+19 (1 +22)(1+32) (1 +4%)

4‘
T a+e®
k=1

]

7.5.10-17 = 1700,

. & —— T ——

10 17 28 1105 7

ﬁ—s+1 1,23 4,5 6 18
1°2°53

n -
TT P = 10230, . .1 .
p=1

Det sista uttrycket, produkten av de = forsta positiva heltalen, har
£3tt en sirskild beteckning: man skriver nt = 1+2+.,,m och utliser det

gom "#n fakultet" eller "fakultet n".

Thland visar det sig paturligt att tala om "gummor utan termer resp.

Y"produkter utan faktorer” — s. k. tomma summor resp. produkter . F¥n tom
' a
summa ir t. ex. ndgot sadant som E ak.. Den brukar konventionellt an-—
k=1 ‘
ses ha virdet 0, medan en tom produkt har virdet 1. Speciellt brukar

0
man sitta O = [] k= 1.
: Je=1

OVNINGAR (67) L ases sesd o 41
401. Skriv ut termerna och berdkna £51jande summor:
3 4
a) ) (R*+D by 5 2¢
k=-2 =0

402. Skriv ut faktorerna och berZkna f&ljande produkter:

o 14
a)Wr,+3 b) ﬂ_u

=3 p=-3

3 7
403, Vad bor menas med ) a, respektive T e.?
Ly K iy d
k=3 i=7
404 . TForsbk motivera varfsr det #r lampligt att ge en Lom summa virdet

roll och en tom produkt virdet ett!

n- n
“ 1 1\ t+1
405. Berikna a) ) (— - . » [T .
ey \& k) g=1 © o
: n
Fn aritmetisk serie ir enm summa av typen E (gk+3), dir g, b och
k=0 .

n  dr givna tal. Det som karakteriserar en aritmetisk serie #r att dif-

ferensen mellan tvd konsekutiva (dvs. pd varandra f5ljande) termer Ar
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kenstant (= o). Exempel pd aritmetiska serier ir

(1) 1T+2+ 3+ w00 31 (a=1)
I+ 10 + 13 + 16 + 18 (@ = 3)
45 + 25 + 5 - 15 - 35 (o = -20)

Vi skall bestimmz en formel £5r summan av en aritmetisk serie, och wvi

bSrjar med den speciella serien (1):
%
s, = L k=14+24+ -+ (n=1) + 7

Skriv upp samma summa tva gdnger under varandra, men andra glngen mad

termerna i cmvind ordningsfdljd:

8, = T+ 2 + 3 oo+ (m-1) +n

=3
1

no+ (m=1) + (n=2) + oo o 2 + 1
Addera sedan term £6r term:
ZSn = (r+1) + (n+1) + (+1) + ».. + (n+1) + (n+1) .

Summan i hgerledet hdr innmehiller = stycken termer, vardera med virdet

7+ lydligen gdller alltsa an = nin+1), dvs.
_n{n+1)
fa T T T

Denna formel kan i ord uttryckas sd: swmman &r 1ika med mede lvudrdet
av flrsta och sista termen, multiplicerat med antalet termer. Den kursi-
verade regeln giller faktiskt allmint f&r godtyckliga aritmetiska serier.

(Diremot giller den naturligtvis inte foér vilka summor som helst.)
L& fori 2 807 67, cedin 472 necon
GVNINGAR (683) ‘

406. Visa resultatet om summan av en godtycklig aritmetisk serie, dvs.
att b+ (b+a) + (B+2a) + v + (b+ (n-1a) =

+

B+ (b+2(n-1)a) - (b + 2_2‘_"@) .

407 Overtyga dig om giltigheten av f6ljande rikneregler f5r summasym—

=n

bolen:
n n m
Vola, £ b)) = Voa, v ¥ b,
kem KK by Tk L Tk
n n
A, = x ) a,,

k=m & ke=m K

E 7 n

(Aa, + ub.) = » E @, + u z b, .
k=m K k k=m k k=m K
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